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Аналітично знайдені двочастотні режими руху двомасной вібромашини з 
прямолінійним поступальним рухом платформ і віброзбудником у вигляді ку-
льового, роликового або маятникового автобалансира. Із застосуванням мето-
ду малого параметра знайдені закони двочастотних вібрацій платформ і 
отримано рівняння для пошуку частот застрявання вантажів в автобаланси-
рі. Оцінені величини складових, не врахованих в законах двочастотних вібрацій 
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1. Введение
Среди вибромашин типа грохотов, вибростолов, виброконвейеров, вибро-
мельниц и т. п. перспективными являются многочастотные, резонансные и мно-
гочастотно-резонансные. 
Многочастотные вибромашины имеют большую производительность [1], 
резонансные вибромашины наиболее энергоэффективны [2], а многочастотно-
резонансные вибромашины совмещают преимущества как многочастотных, так 
и резонансных вибромашин [3]. Поэтому актуально создание многочастотно-
резонансных вибромашин. 
Наиболее эффективный и простой способ возбуждения резонансных двух-
частотных колебаний основан на использовании в качестве вибровозбудителя 
шарового, роликового или маятникового автобалансира [4]. 
На сегодня теоретически не исследована работоспособность этого способа 
возбуждения двухчастотных вибраций для двухмассных вибромашин с посту-
пательным прямолинейным движением виброплатформы. 
2. Анализ литературных данных и постановка проблемы
В [4] предложено использовать шаровой, роликовый или маятниковый ав-
тобалансир для возбуждения двухчастотных резонансных вибраций в вибро-
машинах с различной кинематикой движения платформ. Предполагается, что 
этот способ применим для одно-, двух-, трехмассных вибромашин. 
В способе используется особый режим движения грузов [5], возникающий 
при малых силах сопротивления движению грузов относительно корпуса авто-
балансира. В этом режиме грузы собираются вместе, не могут догнать ротор, на 
который насажен автобалансир и застревают на одной из резонансных частот 
вибромашины. За счет застревания грузов возбуждаются медленные резонанс-
ные колебания платформ. Поэтому новый способ основан на эффекте Зо-








баланс вращается синхронно с ротором. Этим возбуждаются быстрые колеба-
ния платформ. Параметры двухчастотных вибраций меняются изменением ско-
рости вращения ротора, дебалансной массы, суммарной массы грузов. 
Теоретическое обоснование работоспособности нового метода возбужде-
ния двухчастотных вибраций актуально как для теории вибромашин, так и для 
практики. 
В [7] разработаны обобщенные модели одно-, двух- и трехмассных вибро-
машин с поступательным движением виброплатформ и вибровозбудителем в 
виде шарового, роликового или маятникового автобалансира. Выведены диф-
ференциальные уравнения движения вибромашин. В [8] аналитически исследо-
вана работоспособность описанного способа для одномассной вибромашины с 
прямолинейным поступательным движением платформы. Там же проведен об-
зор литературы. 
В настоящей работе работоспособность способа исследуется для двухмас-
сной вибромашины с прямолинейным поступательным движением платформ. 
Актуальность проведения таких исследований связана и с тем, что двух-
массные вибромашины имеют ряд преимуществ перед одномассными. В двух-
массных вибромашинах: 
– частоты колебаний платформ менее зависимы от массы нагрузки [9]; 
– возможно возбуждение антирезонансных колебаний, при которых коле-
бания платформ не передаются на фундамент [10]; 
– резонансные режимы движения имеют большие области существования 
и устойчивости [11]; 
– возможно возбуждение комбинированных (поличастотных) резонансных 
колебаний платформ с собственными частотами колебаний вибромашины [12]; 
– антирезонансный режим работы вибрационной машины реализуем в ши-
рокой области параметров [13], менее зависим от массы нагрузки [14] и т. д. 
 
3. Цель и задачи исследований 
Целью работы является аналитическое исследование двухчастотных ре-
жимов движения виброплатформ двухмассной вибромашины с поступательным 
прямолинейным движением виброплатформ, возбужденные пассивным автоба-
лансиром. Это необходимо для обоснования применимости нового способа 
возбуждения вибраций в двухмассных вибромашинах. 
Для достижения поставленной цели нужно решить следующие задачи: 
– при условии застревания грузов в автобалансире найти приближенное 
решение дифференциальных уравнений движения вибромашины и оценить ве-
личины неучтенных (отброшенных) составляющих решения; 
– получить уравнение для поиска частот застревания грузов, провести его 
общий анализ. 
 
4. Методы исследований 
Используются дифференциальные уравнения движения двухмассной 












вибровозбудителем в виде шарового, роликового или маятникового автобалан-
сира [9]. 
Для поиска приближенного решения системы дифференциальных уравне-
ний движения и частот застревания грузов используются методы возмущений, 
элементы теории нелинейных колебаний [15]. 
 
4. 1. Описание обобщенной модели вибромашины 
Обобщенная модель двухмассной вибромашины изображена на рис. 1 [9]. 
Вибромашина состоит из двух платформ массой M1 и M2. Каждую платформу 
удерживают внешние упруго-вязкие опоры с коэффициентом жесткости ki и 
вязкости bi, /i=1, 2/. Между собой платформы соединяет внутренняя упруго-








Рис. 1. Обобщенная модель двухмассной вибромашины: а – кинематика  
движения платформы (схема повернута на угол ); б – кинематика движения 
дебалансной массы и шара или ролика; в – кинематика движения дебалансной 










Платформы могут двигаться только прямолинейно поступательно благода-
ря неподвижным направляющим. Направление движения платформ образует с 
вертикалью угол . Координаты y1, y2 платформ отсчитываются от положений 
статического равновесия платформ. 
На вторую платформу установлен пассивный автобалансир – шаровой, ро-
ликовый (рис. 1, б) или маятниковый (рис. 1, в). 
Корпус автобалансира вращается вокруг вала – точки K с постоянной угло-
вой скоростью .  
С корпусом автобалансира жестко связана точечная дебалансная масса . 
Она расположена на расстоянии P от точки K. Две взаимно перпендикулярные 
оси X, Y выходят из точки K и образуют правую систему координат. Ось X па-
раллельна платформам, а ось Y параллельна направлению движения платформ. 
Положение дебалансной массы относительно корпуса определяет угол t, где t 
– время. Угол отсчитывается от оси X до отрезка, выходящего из точки K и за-
канчивающегося в дебалансной массе. 
Автобалансир состоит из N одинаковых грузов. Масса одного груза m. 
Центр масс груза может двигаться по окружности радиуса R с центром в точке 
K (рис. 1, б, в). Положение груза номер j относительно корпуса определяет угол 
j,   Угол отсчитывается от оси X до отрезка, выходящего из точки K и 
заканчивающегося в центре масс груза номер j. Движению груза относительно 
корпуса автобалансира препятствует сила вязкого сопротивления, имеющая 
модуль        где bW – коэффициент силы вязкого сопротив-
ления,     – модуль скорости движения центра масс груза номер j отно-
сительно корпуса автобалансира и штрих за величиной обозначает производ-
ную по времени t. 
 
4. 2. Дифференциальные уравнения движения двухмассной виброма-
шины [9] 
Дифференциальные уравнения движения первой и второй платформ: 
 
   




       
     




    
Уравнение движения грузов: 
 
      
     
          (2) 
 
где:  













                    (3) 
 
и JC – главный центральный осевой момент инерции маятника. 
Заметим, что вид дифференциальных уравнений движения (1) и (2) не за-
висит от типа автобалансира. 
Сумма проекций всех сил, действующих на фундамент 
 
                 (4) 
 
При антирезонансе  
 
5. Результаты исследований 
5. 1. Приведение уравнений движения к безразмерному виду 
Введем безразмерные переменные и время 
 
                    (5) 
 
где       – характерные масштабы, которые будут выбраны позже. 
Тогда 
 
   
  
 
   

          (6) 
 
и уравнения движения (1) и (2) примут вид 
 
       




        





        
      
          (7) 
 
где точка над величиной обозначает производную по . 
Поделим первое и второе уравнение на 






      













     
  
 





        
     
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   
  
     
 
        (9) 
 
Тогда уравнения (8) примут вид: 
 
          
 
     
      
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                   (12) 
 














    

                 (13) 
 
При антирезонансе  
 
5. 2. Преобразование уравнений движения грузов 




     
      
 
 
                 (14) 
 
Введем в рассмотрение средний угол: 
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        
      
   
 
                  (16) 
 
Тогда, с учетом (15), (16) уравнение (14) примет вид 
 
    
      
                  (17) 
 
Это уравнение будем использовать для поиска частот застревания грузов. 
В дальнейших исследованиях влияние сил тяжести не учитывается (=0). 
 
5. 3. Двухчастотный режим движения в нулевом приближении 
При =0 последние N уравнения в системе (10) принимают вид: 
 
                        (18) 
 
Из этих уравнений находим 
 


















   

                      (21) 
 
Поскольку шары или ролики находятся на одной беговой дорожке, то: 
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      
 








   
     
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 
                       (24) 
 
Из (23) находим      . Тогда первых два уравнения в системе (10) 
примут вид 
 













     
         
                 (25) 
 
Найдем частное решение системы (25). Введем в рассмотрение вспомога-
тельную систему 
 
          
 
     
    
                  (26) 
 
Ищем частное решение этой системы в виде 
 
       
 
                      (27) 
 
Подставим (27) в (26) и соберем коэффициенты перед sin(q), cos(q). По-
лучим следующую систему уравнений для поиска D(q,F), E(q,F), K(q,F), L(q,F): 
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   
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    
 
    
 
     
 
                      (31) 
 
Двухчастотный режим движения платформ в нулевом приближении (0) 
имеет вид 
 
     
    














     
       
  
                 (32) 
 
В нем значение постоянного параметра , определяющего частоту застре-
вания грузов, не определено. 
 
5. 4. Условие существования двухчастотных режимов движения 
Ищем средний угол на установившемся движении в первом приближении. 
Предполагаем, что 
 
                           (33) 
 
где =const, а 1 – периодическая функция. Тогда, с точностью до величин 
первого порядка малости включительно 
 
          
 
        
 
С этой же точностью уравнение (17) принимает вид 
 




                          (34) 
 
В нулевом приближении v2 имеет вид (32). Находим вторую производную 
 
      
    
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Подставляя ее в (34), получим 
 
           
     
         
                (35) 
 
Правая часть этого уравнения содержит следующую константу, порожда-
ющую вековую составляющую: 
 










Если эта константа равна нулю, то 1 – периодическая функция. 
С учетом (31) условие (36) принимает вид 
 
                           (37) 
 
Уравнение (37) – это полином 9-й степени относительно . Его действи-
тельные корни определяют частоты, на которых могут застрять грузы. Количе-
ство частот застревания грузов зависит от скорости вращения ротора. 
Заметим, что в первом приближении поправки к v1, v2 будут порядка . Для 
реальных вибромашин <1/50 и поэтому поправка не превысит 2 % от уже 
найденного двухчастотного режима движения. Поэтому ниже эта поправка не 
определяется.  
Оценка величин отброшенных (неучтенных) составляющих показывает, 
что, несмотря на сильную асимметрию опор, платформы совершают практиче-
ски идеальные двухчастотные колебания. 
 
5. 5. Анализ уравнения для поиска частот застревания грузов 
Подставим (29) в (30), получим 
 
        
    
     
                 (38) 
 
Из (30) и (38) видно, что:  
 
<0 4(,A)>0,  
 




0 P(,n)>0, n P(,n)<0,  
 
и: 
– все действительные корни полинома (37) лежат в открытом интервале 
(0, n); 
– n>0 существует хотя бы один действительный положительный корень 
1(0, n) – частота, на которой застревают грузы. 
При отсутствии сил сопротивления в опорах (h1, h12, h2=0) 
 
                        (39) 
 













                        (40) 
 
определяют собственные частоты колебаний системы при неподвижных отно-
сительно автобалансира грузах. 
Заметим, что 
 
     
    
   
 
 
Поэтому эти частоты всегда существуют и 0<q1<q2. 
У уравнения (37) всегда существует хотя бы один корень 
*
, близкий к n. 
Методом разложения корней полинома по степеням малого параметра [15] 
можно получить, что при малых или очень больших скоростях вращения ротора 
такой корень только один, причем: 
 
    





    
 
                  (41) 
 
В случае малых скоростей вращения ротора это – единственная частота за-
стревания грузов. 
В случае быстровращающегося ротора могут существовать и другие часто-
ты застревания грузов. 
При отсутствии сил сопротивления в опорах слагаемое      имеет 
пять действительных положительных корней: q1, q1, q2, q2, n. При наличии сил 
вязкого сопротивления в опорах  
 
             
 
Поэтому, в случае малых сил вязкого сопротивления в опорах другие ча-
стоты застревания грузов: 
– близки к собственным частотам колебаний вибромашины; 
– возникают парами в окрестности каждой собственной частоты; 
– одна частота застревания из пары несколько меньше соответствующей 
собственной частоты колебаний вибромашины, а другая – несколько больше. 
Поэтому, при малых силах вязкого сопротивления в опорах у вибромаши-
ны с ростом скорости вращения ротора последовательно увеличивается число 
частот застревания грузов. При этом таких частот: 1 – для   3 – для   
1, 5 – для   Здесь  некоторых характерные скорости вращения ротора, 









Произвольные силы вязкого сопротивления в опорах могут мешать появ-
лению новых частот застревания грузов. Поэтому, в наиболее общем случае та-
ких частот может быть: 1 – для n<q1; 1 или 3 – для n(q1, q2); 1, 3 или  
5 – для n>q2. 
 
6. Обсуждение результатов исследования двухчастотных режимов 
движения двухмассных вибромашин 
Проведенные теоретические исследования позволили установить, что 
двухмассная вибромашина с прямолинейным поступательным движением 
платформ и вибровозбудителем в виде пассивного автобалансира всегда имеет 
установившиеся режимы движения, близкие к двухчастотным. На этих движе-
ниях грузы в автобалансире создают постоянную неуравновешенность, не мо-
гут догнать ротор и застревают на определенной частоте. Этим грузы работают 
как первый вибровозбудитель, возбуждающий вибрации с частотой застревания 
грузов. Второй вибровозбудитель образуется дебалансной массой, на корпусе 
автобалансира. Масса вращается с частотой вращения ротора и возбуждает бо-
лее быстрые вибрации. 
Несмотря на сильную асимметрию опор, автобалансир возбуждает практи-
чески идеальные двухчастотные вибрации платформ. Отклонения от двухча-
стотного закона пропорциональны отношению массы грузов к массе всей ма-
шины. Поэтому для реальных машин они не превышают 2 %. 
У двухмасной вибромашины две собственные частоты колебаний – q1, q2 
(q1<q2). Грузы могут застревать только на скоростях, близких к: собственным 
частотам колебаний вибромашины; частоте вращения ротора. 
У вибромашины всегда существует, причем только одна, частота застрева-
ния грузов, немного меньшая скорости вращения ротора. 
В случае малых сил вязкого сопротивления в опорах у вибромашины с 
увеличением скорости вращения ротора количество частот застревания грузов 
увеличивается, сначало до 3-х, потом до 5-ти. При этом новые частоты застре-
вания грузов: 
– появляются парами в окрестности каждой собственной частоты колеба-
ний вибромашины; 
– одна из частот несколько меньше, а другая – несколько больше соб-
ственной частоты колебаний вибромашины. 
Произвольные силы вязкого сопротивления в опорах могут мешать появ-
лению новых частот застревания грузов. Поэтому, в наиболее общем случае та-
ких частот может быть: 1 – для n<q1; 1 или 3 – для n(q1, q2); 1, 3 или 5 – для 
n>q2. 
Таким образом, при малых силах вязкого сопротивления в опорах двух-
массная вибромашина имеет больше двухчастотных режимов движения, чем 
одномассная [10]. При этом у двухмассной вибромашины с ростом скорости 
вращения ротора двухчастотные режимы движения не исчезают. Это расширяет 













Заметим, что остались не исследованными: устойчивость различных двух-
частотных режимов движения; динамические свойства вибромашины на этих 
движениях. Следует отметить, что дифференциальные уравнения движения 
вибромашины имеют решения, соответствующие наступлению автобаланси-
ровки. Эти решения также остались не исследованными. 
Полученные результаты (законы движения платформ, уравнение для поис-
ка частот застревания грузов и т. д.) могут быть использованы как для аналити-
ческих исследований, так и для вычислительного эксперимента. В дальнейшем 
планируется исследовать динамические свойства вибромашины на двухчастот-
ных режимах движения вычислительным экспериментом. 
 
7. Выводы 
1. Двухмассная вибромашина с прямолинейным поступательным движени-
ем платформ и вибровозбудителем в виде пассивного автобалансира всегда 
имеет установившиеся режимы движения, близкие к двухчастотным. На этих 
движениях грузы в автобалансире создают постоянную неуравновешенность, 
не могут догнать ротор и застревают на определенной частоте. Этим грузы ра-
ботают как первый вибровозбудитель, возбуждающий вибрации с частотой за-
стревания грузов. Второй вибровозбудитель образуется дебалансной массой на 
корпусе автобалансира. Масса вращается с частотой вращения ротора и воз-
буждает более быстрые вибрации с этой частотой. 
Несмотря на сильную асимметрию опор, автобалансир возбуждает практи-
чески идеальные двухчастотные вибрации платформ. Отклонения от двухча-
стотного закона пропорциональны отношению массы грузов к массе всей ма-
шины. Поэтому для реальных машин они не превышают 2 %. 
2. У двухмасной вибромашины две собственные частоты колебаний. Грузы 
могут застревать только на скоростях, близких к собственным частотам колеба-
ний вибромашины или к частоте вращения ротора.  
У вибромашины всегда существует, причем только одна, частота застрева-
ния грузов, немного меньшая скорости вращения ротора. 
При малых скоростях вращения ротора существует единственная частота 
застревания грузов. 
В случае малых сил вязкого сопротивления в опорах у вибромашины с 
увеличением скорости вращения ротора количество частот застревания грузов 
увеличивается, сначала до 3-х, потом до 5-ти. При этом новые частоты застре-
вания грузов: 
– появляются парами в окрестности каждой собственной частоты колеба-
ний вибромашины; 
– одна из частот несколько меньше, а другая – несколько больше соб-
ственной частоты колебаний вибромашины. 
Произвольные силы вязкого сопротивления в опорах могут мешать появ-
лению новых частот застревания грузов. Поэтому в наиболее общем случае та-
ких частот может быть 1, 3 или 5, в зависимости от скорости вращения ротора и 
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